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このノートは整理や行間埋めを意図した単なる計算ノートであり、厳密なものではない。
以下の計算は基本的には九後さんの本 [1]のはじめの部分を参考にしている、つもりだったが

大幅に脱線している。末尾の参考文献はこの文章をまとめる過程で目にした文献で、少しでも関
連してると思ったものをとりあえず入れた程度のものである。
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1 Lorentz 変換

1.1 内積と計量

4次元Minkowski 時空は実（不定値）内積空間である。

時空上の 2点を上添字をもつ 4元ベクトル xµ と yµ とで表わすことにする。µは 0から 3ま
で走る (µ = 0, 1, 2, 3)。

ここで書かれているものは正確には成分だが、添字の値は定まっていないが添字が走る範囲が
明示されている成分を書いてベクトルと呼ぶ慣習が物理にはある。基底が明示的でないが、簡単
のためこの省略法を用いる。

4次元Minkowski 時空における内積は

(x, y) = x0y0 −
3∑

i=1
xiyi (1.1)

で与えられる。

文脈から明らかなときは (x, y) = xy と書くこともある。この内積は（不定）計量テンソル
ηµν (val [ηµν ] = diag (1,−1,−1,−1))を用いて

ηµνx
µyν (1.2)

とも表わされる。計量テンソルが ηµν であるとき、Minkowski 計量と呼ばれることもある。適当
な変換 Aが yに作用されていれば (x,Ay) = xµηµνA

ν
ρy

ρと書ける。
また同じ量を転置を含むように書けば (tAx, y) = (tA)ν

µx
µηνρy

ρ、つまり転置による添字の扱
いは (tA)µ

ν = Aµ
ν ということになる。

通常は ( · ) で行列の表記と等号で結ぶが、ここではもう少し値を扱っていることを明示
的にしたい気持ちがあったので val [ · ] で引数の行列表記と等号を結ぶことにする。上下
で同じ添字があれば和をとるものとする1）。ηµν は対角成分しか含んでおらず対称である
（val [ηµν ] = val [ηνµ]）。

計量テンソル ηµν を用いて
xµ = ηµνx

ν (1.3)

のように添字を下げる記法を導入しておく。

1） このような添字はダミーと呼ばれる。
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これより式 (1.2)は xµy
µと書けることになる。

ηµν を用いて上添字の量から下添字の量を表わす記法を導入したので、同様に下添字の量で上
添字の量を表わす記法も導入しておくのが便利である。

ηµν に対して
ηµνη

νρ = δµ
ν (1.4)

を満たす ηµν を導入する。これは xµ = ηµνxν ,を満たす。

ここで δµ
ν は val [δµ

ν ] = diag (1, 1, 1, 1)を満たす量である。δµ
ν は対称で添字の左右の区別が必要な

いので、上下にある添字はそのまま縦に並べている。
自身との内積は

x2 = (x, x) = ηµνx
µxν = xµx

µ (1.5)

で与えられる。この 2次の量を（不定値）ノルムと呼ぶ。

計量テンソルの符号のとり方が diag(1,−1,−1,−1)であるとき、ノルムの値が正のときを
time-like 、負のときを space-like と呼ぶ。ノルムの値がゼロのときは light-like あるいは null

と呼ぶ。

ηµν は Minkowski 時空（平坦な時空）の計量テンソルであり、曲がった時空を考える際は
Minkowski 時空を接空間として含むように拡張される。曲がった時空上の適当な点 xµ での計量
は曲がった時空の計量テンソル g(x)µν に対して

ds2 = g(x)µνdxµdxν (1.6)

で与えられる。これは式 (1.5)で示されるノルムを局所化したものである。曲がった時空上の点
xµ は大域的には 4元ベクトルと見なせないため、局所的なベクトル空間を指定するパラメータ
となる。点 xµ近傍において {∂µ}が接空間の基底であり、{dxµ}は余接空間の基底である。

1.2 擬直交群

座標変換は座標系を張る基底を別の基底に取り替える変換である。基底を同じくする全ての要
素が同じ変換を受ける。基底を取り替えるだけなので、座標変換の前後で指し示す要素は同一で
ある。つまり成分は基底の変換を打ち消すように変換される。

Lorentz 変換はMinkowski 時空上のノルム（計量）を不変に保つ座標変換である。
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Lorentz 変換はMinkowski 計量において転置をとると逆変換になる変換であり、擬直交群

O(1, 3) = {Oα
β | |ηαµ(tO) ν

µ ηνβ = (O−1)α
β , val [ηαβ ] = val

[
ηαβ

]
= diag(1,−1,−1,−1)} (1.7)

をなしている（η-直交 (η-orthogonal)）。これは ηαβO
α

µO
β

ν = ηµν の変形である。
この段落では「Minkowski 時空上のノルムの不変性を要請して得られる変換」として得られる

Lorentz 変換を確認する。Lorentz 変換を Λµ
ν で表わすことにすると

xµ → x′µ = Λµ
νx

ν (1.8)

と書ける。不変性の要請より

ηµνx
µyν → ηµνx

′µy′ν = ηµνΛµ
ρx

ρΛν
τy

τ = ηρτx
ρyτ , (1.9)

すなわち Lorentz 変換は
ηµνΛµ

ρΛν
τ = ηρτ (1.10)

を満たすものとして定義される。変形すると

Λµ
ρΛ τ

µ = δτ
ρ (1.11)

になる。ところで適当な変換 T に対して逆変換 T−1 が存在すれば Tµ
ν

(
T−1)ν

ρ
= δµ

ρ と書けるは
ずであるから、式 (1.11)と見比べると

(
Λ−1)τ

µ
= Λ τ

µ =
(

tΛ
)τ

µ
(1.12)

より転置が逆変換になっている。
下添字の量の Lorentz 変換は

xµ → Λ ν
µ xν = xν

(
tΛ
)ν

µ
= xν

(
Λ−1)ν

µ
(1.13)

に従う。
前段落では計量テンソル ηµν（あるいは ηµν）は一見 Lorentz 変換を受けないものとして扱わ

れている。これは Lorentz 変換がそもそも Minkowski 時空上のノルムを不変に保つように導入
された変換であり、計量テンソルが不変に保たれるのは定義そのものだからである。機械的に変
換すれば

ηµν → Λ ρ
µ Λ τ

ν ηρτ = ηµσΛσ
τ Λ τ

ν = ηµσΛσ
τ

(
Λ−1)τ

ν
= ηµσδ

σ
ν = ηµν (1.14)

である。ηµν と δµ
ν とについても定義上不変である。

定数で Lorentz 変換に対して”不変”な量はもうひとつあり、それは完全反対称テンソル ϵµνρσ

である。val
[
ϵ0123] = 1と定義しておけば、この偶置換は同じ値をもち奇置換は符号が反転する。

また添字に重複があればゼロになる。添字の上げ下げはこれまでと同じく計量テンソルを用いて
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なされるので、添字をすべて下ろせば val [ϵ0123] = −1となることに注意する。完全反対称テン
ソルは

ϵµνρσ −→ Λµ
αΛν

βΛρ
γΛσ

δϵ
αβγδ = ϵµνρσΛ0

αΛ1
βΛ2

γΛ3
δϵ

αβγδ = ϵµνρσ det Λ (1.15)

のように変換される。ϵµνρσ がくくり出せてるのは

Λµ
αΛν

βΛρ
γΛσ

δϵ
αβγδ = −Λµ

αΛν
βΛρ

γΛσ
δϵ

βαγδ (完全反対称テンソルの添字 α, β の入れ替え)

= −Λν
αΛµ

βΛρ
γΛσ

δϵ
αβγδ (α ↔ β のダミー書き換え)

より添字 µνρσの関係が完全反対称になっているからである。また 4次元Minkowski 時空から自
身への適当な変換 Aの detが

detA = ϵµνρσA0
µA

1
νA

2
ρA

3
σ = (−1)3

n!
ϵµνρσϵαβγδA

α
µA

β
νA

γ
ρA

δ
σ (1.16)

であることを使った。det Λの値は

1 = det tΛΛ = (det Λ)2 (1.17)

より det Λ = ±1である。したがって det Λ = 1のときは不変であり、そうでなければ符号が反転
する。このような変換則のテンソルを擬テンソルと呼ぶ。det Λ = 1に含まれる Lorentz 変換は
proper Lorentz 変換（det Λ = −1のときは improper Lorentz 変換）と呼ばれる。detの値はプラ
スかマイナスかの二値であり、パラメータを連続的に変えても一方から他方へは移り得ない。
式 (1.10)において ρ = τ = 0とおくと

1 =
(
Λ0

0
)2 −

3∑
j=1

(
Λj

0

)2
≥
(
Λ0

0
)2 (1.18)

から Λ0
0 ⋛ ±1 という不連続性も持っていることが分かる。Λ0

0 ≥ 1 を満たす Lorentz 変換を
orthochronous Lorentz 変換、Λ0

0 ≤ −1を満たす Lorentz 変換は anti-orthochronous Lorentz 変換
と呼ばれる。

Lorentz 変換は連続的にはつながっていない 4つの部分に分かれている。

Lorentz 変換 Λµ
ν に対して

•proper-orthochronous な場合（det Λ = 1かつ Λ0
0 ≥ 1）

唯一恒等変換 diag (1, 1, 1, 1)を含む。
• improper-orthochronous な場合（det Λ = −1かつ Λ0

0 ≥ 1）
空間反転（パリティ変換）diag (1,−1,−1,−1)を含む。

• improper-anti-orthochronous な場合（det Λ = −1かつ Λ0
0 ≤ −1）

時間反転 diag (−1, 1, 1, 1)含む。
•proper-anti-orthochronous な場合（det Λ = 1かつ Λ0

0 ≤ −1）
時間と空間とどちらも反転させる diag (−1,−1,−1,−1)を含む。
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以下では基本的に proper-orthochronous Lorentz 変換を扱い、単に Lorentz 変換と書くことに
する。擬直交群 O(1, 3)において proper か improper かの区別は SO(1, 3)のように Sの有無で、
orthochronous か anti-orthochronous かの区別は SO±(1, 3)のように添字 ±で区別する。つまり
以下で基本的に扱うのは SO+(1, 3)である。Lorentz 変換のなす群を Lorentz 群と呼ぶ。
基本的にダミー添字は変換性に関わらないので、ダミー添字になっていない添字の数に気をつ

ける。ひとつもなければスカラー、1つであればベクトル（極性ベクトル）、と言う具合であり、
それぞれ ϵµνρσ を含んでいれば擬スカラー、擬ベクトル（軸性ベクトル）と呼ばれる。

1.3 微小変換

Lorentz 変換のパラメータを ωで表わすことにすると、その低次の項は

Λµ
ν = δµ

ν + ωµ
ν +O

(
ω2) (1.19)

と書くことができる。式 (1.11)より

Λµ
ρΛ τ

µ =
(
δµ

ρ + ωµ
ρ +O

(
ω2)) (δτ

µ + ω τ
µ +O

(
ω2)) = δτ

ρ + ωτ
ρ + ω τ

ρ +O
(
ω2) = δτ

ρ (1.20)

であるから、パラメータの 1次までで満たすべき条件は

ωτ
ρ + ω τ

ρ = 0 (1.21)

となる。ωµ
ν は反対称になっており、Lorentz 変換の自由度は 4C2 = 6になっている。この反対

称なパラメータは

ωµ
ν = 1

2
(ωµ

ν − ω µ
ν ) = 1

2
(δµ

ρω
ρσησν − ηνρω

ρσδµ
σ) = 1

2
ωρσ(δµ

ρ ησν − δµ
σηνρ) (1.22)

と変形できるので、 (
M̌ρσ

)µ

ν
= δµ

ρ ηνσ − δµ
σηνρ (1.23)

とおけば2）Lorentz 変換の 1次近似は

x′µ ≃
(
δµ

ν + 1
2
ωρσ

(
M̌ρσ

)µ

ν

)
xν (1.24)

で与えられる。

2） 物理の慣習に従うのであれば実内積においてさえ生成子にはエルミート性を課すが、ここではとりあえず反対
称性だけに留めている。エルミートな定義にするには例えば ωρσ → −iωρσ かつ (M̌ρσ)µ

ν → i(M̌ρσ)µ
ν とすれば良

い。ここではチェックˇをつけることで通常の本とノーテーションが違うことを明示しているつもりで、たとえば
(Mρσ)µ

ν = i(M̌ρσ)µ
ν。
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(M̌ρσ)µ
ν を Lorentz 群の生成子（代数 so+(1, 3)の要素）と呼ぶ。

添字のペア ρσと µν とにおいてそれぞれ反対称である3）。行列表示は

val
[(
M̌k0

)µ

ν

]
=



0 δk
1 δk

2 δk
3

δk
1 0

δk
2 0

δk
3 0


, val

[(
M̌jk

)µ

ν

]
=



0

0 −δj
1δ

2
k δj

3δ
1
k

δj
1δ

2
k 0 −δj

2δ
3
k

−δj
3δ

1
k δj

2δ
3
k 0


(1.25)

となる。生成子の積は式 (1.23)より
(
M̌µν

)α

γ

(
M̌ρσ

)γ

β
= (δα

µηγν − δα
ν ηγµ)(δγ

ρηβσ − δγ
σηβρ)

= δα
µηρνηβσ − δα

µησνηβρ − δα
ν ηρµηβσ + δα

ν ησµηβρ

= −
(
ηµρδ

α
ν ηβσ − ηµσδ

α
ν ηβρ − ηνρδ

α
µηβσ + ηνσδ

α
µηβρ

)
(1.26)

に分解できるので、添字の交換（µ ↔ ρと ν ↔ σ）に気をつければ特に追加の計算をすることな
く Lorentz 変換の生成子の満たす交換関係が得られる。

Lorentz 群の生成子 (M̌ρσ)µ
ν は交換関係

[
M̌µν , M̌ρσ

]
= −

(
ηµρM̌νσ − ηµσM̌νρ − ηνρM̌µσ + ηνσM̌µρ

)
(1.27)

を満たす。

同じことだが行列表示 (1.25)を用いた計算からもこの関係式は確認できる。

生成子 (M̌ρσ)µ
ν の指数写像から Lorentz 変換の一般形は

Λ (ω)µ
ν = exp

(1
2
ωρσM̌ρσ

)µ

ν

(1.28)

である。

指数函数の形なので転置をとれば (M̌ρσ)µ
ν の反対称性から逆変換になっていることが具体的に

確認できる。
式 (1.25)で Lorentz 変換の独立な生成子を 6つ全てを行列で表わしたことになる。この表わし

方からも分かるように添字に時間成分を含むか空間成分のみを含むかで似た形になっている。そ
こで

J̌i = 1
2
∑
j,k

ϵijkM̌jk, Ǩi = M̌i0

(
= −M̌0i

)
, (i, j, k = 1, 2, 3) (1.29)

3） ここでの ωµ
ν = 1

2 ωρσ(M̌ρσ)µ
ν はパラメータ ωµν（数）と生成子 (M̌σρ)µ

ν（演算子）とを分離している。言い換え
ると変換則を担う添字 (µ

ν)と単に縮約のための添字 (ρσ or ρσ)との分離を行なっている。
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のように回転生成子 J̌i とブースト生成子 Ǩi とを導入して明示的に区別する。ただし ϵijk は
val [ϵ123] = 1を満たす空間成分における完全反対称テンソルであり（Minkowski 時空上で定義さ
れてる ϵµνρσ と全く別の量で、添字の上下による区別は無い）、回転生成子とブースト生成子と
においては添字の上下の区別は無いものとする。たとえば回転生成子とブースト生成子との第 1

成分は
J̌1 = 1

2

(
M̌23 − M̌32

)
= M̌23, Ǩ1 = M̌10 (1.30)

となる。

回転生成子 J̌iとブースト生成子 Ǩiとは交換関係
[
J̌i, J̌j

]
= ϵijkJ̌k,

[
J̌i, Ǩj

]
= ϵijkǨk,

[
Ǩi, Ǩj

]
= −ϵijkJ̌k (1.31)

を満たす。

これは交換関係 (1.27) を分解したもので、とくにひとつ目の交換関係から so(3) が so+(1, 3)

の部分代数を成していることが分かる。ここで独立な実パラメータを θi =
(
ω23, ω31, ω12) と

τi =
(
ω01, ω02, ω03)のように書き換えると Lorentz 変換は

Λ (θ, τ)µ
ν = exp

1
2

3∑
j,k=1

ωjkM̌jk +
3∑

i=1
ωi0M̌i0

µ

ν

= exp
( 3∑

i=1
θiJ̌i −

3∑
i=1

τiǨi

)µ

ν

(1.32)

と書き直せる。式 (1.30)にある生成子について計算すると

val
[(
eθ1J̌1

)µ

ν

]
=



1

1

cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1


, val

[(
e−τ1Ǩ1

)µ

ν

]
=



cosh τ1 − sinh τ1

− sinh τ1 cosh τ1

1

1


(1.33)

になることが確認できる。
Lorentz 変換は任意のパラメータにおいて det (Λ (θ, τ)) = 1を満たすので

1 = det (Λ (θ, τ)) = exp
( 3∑

i=1
θitr J̌i −

3∑
i=1

τitr Ǩi

)
, (1.34)

すなわち生成子は tr J̌i = tr Ǩi = 0（トレースレス）であることが要請される4）。回転生成子同
士の交換関係は閉じているがブースト生成子と可換ではないことから、両者を書き分けたとこ
ろで指数函数で表わされた Lorentz 変換の扱いが簡単になるわけではない。ただし交換関係の
議論で確認したように回転変換のみを考えれば閉じている、つまり回転群 SO(3)が Lorentz 群
SO+(1, 3)の部分群になっている。この表記法によって物理的なイメージはつかみやすくなると
思われる。

4） 文章の流れ上 J̌i, Ǩi の段階でトレースレスについて述べているが、(Mσ
ρ)µ

ν もトレースレスである。
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1.4 Lorentz 群から特殊線型群へ

ここまで実内積で考えてきたが、複素内積に拡張して

Ľj = 1
2

(
J̌j − iǨj

)
, Řj = 1

2

(
J̌j + iǨj

)
(1.35)

を考える。Ľj と Řj とは転置で tĽj = −Řj、複素共役で Ľ∗
j = Řj のように互いに変換し合う。エ

ルミート共役は
Ľ†

j = −Ľj , Ř†
j = −Řj (1.36)

を満たす。つまりそれぞれ反エルミートである。また J̌iと Ǩiとの線型和なのでトレースレスで
もある。交換関係は

[
Ľi, Ľj

]
= ϵijkĽk,

[
Ľi, Řj

]
= 0,

[
Ři, Řj

]
= ϵijkŘk (1.37)

で示されるように、それぞれ独立な形で SU(2)の代数 su(2)と同じ交換関係を満たしている。
式 (1.35)を Lorentz 変換 (1.32)に代入すると

exp
( 3∑

i=1
θiJ̌i −

3∑
i=1

τiǨi

)
= exp

( 3∑
i=1

ξiĽi

)
exp

( 3∑
i=1

ξ∗
i Ľ

∗
i

)
, ξi = θi − iτi (1.38)

となる。exp
(∑3

i=1 ξiĽi

)
のエルミート共役は

exp
( 3∑

i=1
ξiĽi

)†

= exp
(

−
3∑

i=1
ξ∗

i Ľi

)
(1.39)

であるから、一般には逆変換になっておらず SU(2)に属しているとは言えない。一方で

det
[
exp

( 3∑
i=1

ξiŘi

)]
= exp

( 3∑
i=1

ξitr Ři

)
= 1 ∵ tr J̌i = tr Ǩi = 0 (1.40)

は満たすので SL(2,C)に属していることは分かる。つまり関係式 (1.37)は so+(1, 3)の交換関係
であると同時に sl(2,C)の交換関係でもあり5）、Lorentz 群 SO+(1, 3)と特殊線型群 SL(2,C)との
つながりが見えている。
ブーストがゼロ τ = 0の変換の集合が SO(3)（SO+(1, 3)の部分群）であるように、パラメータ

が実 ξ∗ = ξな変換の集合が SU(2)（SL(2,C)の部分群）になっている。これが非相対論で見るス
ピンに相当する。

2 スピノルの変換

ここで一度 Lorentz 群そのものからは離れて特殊線型群 SL(2,C)について述べる。

5） sl(2,C)は C上で考えている点が su(2)と違う。式 (1.39)にあるように、係数が複素数なのでエルミート共役を
とっても一般には逆変換にならない。
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2.1 特殊線型群

SL(2,C)は線型変換 C2 → C2のうち行列式が 1になるもののなす群である。

複素数としての自由度は 22 − 1 = 3（行列式が 1 となる拘束条件が 1 つ）である6）。変換
Ma

b ∈ SL(2,C) (a, b = 0, 1)7）は定義から

1 = detM = 1
2!
ϵabϵ

cdMa
cM

b
d = ϵabM

a
0M

b
1 = −ϵabM

a
1M

b
0 (2.1)

と書ける。ここで ϵabと ϵabは完全反対称な量で

val [ϵab] = val
[
ϵab
]

=

 0 1

−1 0

 (2.2)

と表わされるものとする。これは ϵac
tϵcb = ϵacϵ

bc = δa
b を満たすことが確認できる。これより

detM = 1は 
ϵabM

a
0M

b
1 = 1

ϵabM
a
1M

b
0 = −1

−→ ϵabM
a
cM

b
d = ϵcd (2.3)

のように変形できる。

Ma
b ∈ SL(2,C)に対して

detM = 1 ⇔ ϵabM
a
cM

b
d = ϵcd (2.4)

である。

2.2 不変量

SL(2,C)に含まれる任意の変換が式 (2.4)を満たすことを利用して、SL(2,C)が作用する線型
空間 C2の任意の 2要素 ua, vb8）との縮約

ϵcdM
c
aM

d
bu

avb = ϵabu
avb (2.5)

を考える。
u′a = Ma

bu
b, v′a = Ma

b v
b (2.6)

6） 実数としての自由度はその 2倍の 6である。
7） 変換M が SL(2,C)の要素でMa

b はその成分で Cの要素と述べたほうより正確だが、1.1章の冒頭で述べたベク
トルの表記と同じく、ここでは略記としてこの書き方を用いる。

8） 九後さんの本 [1]では下添字の量が標準的に扱われているがここでは高崎さんの本 [3]と同じく上添字を標準的な
表記としている。
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なる線形空間の要素 u′a, v′bを考えれば

ϵcdu
′cv′d = ϵabu

avb (2.7)

と書ける。

uaと vbとが同じ SL(2,C)の変換を受けると、ϵabu
avbは不変な量（スカラー量）である。

このことを踏まえて

下添字の記法を
ua = ubϵba (2.8)

で導入する。

先述の不変量は ϵabu
avb = ubv

b = −uava とも表わせる。計量テンソルは対称なので縮約を取る
際に添字の位置を気にする必要は特になかったが、これは反対称なので添字の位置に気をつける
必要がある。

SL(2,C)が作用する線形空間の要素 uaあるいは uaのことをスピノル（スピナー）と呼ぶ。

2つのスピノルに対してSL(2,C)の下で不変な量を与える（双線形）写像として{u, v} = ϵabu
avb

を与えておく。同じスピノル同士に対してこの写像の値は常にゼロである。

2.3 反傾表現（双対表現）

detM = 1と同義な式 (2.4)に tM−1 c
e と tϵdf を作用させると

ϵab
tM−1 c

e
tM a

c M b
d

tϵdf = tM−1 c
e ϵcdϵ

fd

ϵabδ
a
eM

b
d

tϵdf = tM−1 c
e δf

c

ϵebM
b
d

tϵdf = tM−1 f
e (2.9)

が得られる。つまり SL(2,C)において完全反対称な量で挟んだ変換は、その転置を取った逆変換
に等しい（ϵ-直交性）。下添字の量の変換は u′

a = u′bϵbaで与えられるので

u′
a = M b

cu
cϵba = ϵbaM

b
d ϵecϵ

educ = (−ϵab)M b
d

tϵde (−ucϵce) = tM−1 e
a ue = ueM

−1e
a (2.10)

に従う。この式 (2.10)が上添字の変換則 (2.6)に対応する下添字での変換則である。
上添字スピノルの変換M1,M2 ∈ SL(2,C)に対してM1M2 = M3 なるM3 ∈ SL(2,C)が存在す

るように、下添字スピノルの変換も tM1
−1tM2

−1 = tM3
−1 のように同値なものとして存在して

いる。
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下添字の量（とその変換との組）は反傾表現、あるいは双対表現と呼ばれる。

既に前の章（2.2章）で 2つの上添字スピノル ua, vaからスカラー（不変量）ϵabu
avbが得られ

ることを確認した。これは、一方の上添字スピノル ua から下添字スピノル ua = ubϵba を作り、
他方の上添字スピノル va に作用させてスカラーを得ている、という見方も出来る。反傾表現は
線形空間 C2（上添字スピノル uaの集合）から係数体 Cへ写す写像、つまり線型汎函数のなす線
形空間（下添字スピノル uaの集合）のことである。
また以上のことから元の表現 ({Ma

b }, {ua})と反傾表現 ({tM−1 a
b }, {ua})とが同値な表現であ

ることも分かる。式 (2.8)と (2.9)とに示されるように、適当な変換（ここでは互いに逆変換の関
係にある ϵab と tϵab）を用いて元の表現と反傾表現とにおける全ての要素が互いに対応付けられ
る。同値な表現なので、この 2つの表現を組み合わせても既約な表現は構成できない。

2.4 複素共役表現

複素共役表現もM∗
1M

∗
2 = M∗

3 のように考えられる。変換則は (u′a)∗ = (Ma
b )∗ (

ub
)∗ のように

複素共役を取ることで得られる。これも 1つの表現になっていることを明示するため、複素共
役を

u∗ȧ = (ua)∗ (2.11)

のように添字の上に点を付けて区別する記法を導入する。

点付き添字の量は複素共役表現と呼ばれる。

これより上の変換則は
u′∗ȧ = M∗ȧ

ḃ
u∗ḃ (2.12)

と表わされる。
またここでは点無しスピノルの複素共役をとって複素共役表現を導入しているが、例えば

wȧ = u∗ȧのように複素共役記号が露わに書かれていない

w′ȧ = M∗ȧ
ḃ
wḃ (2.13)

のような表記もありうる。この場合は wȧ が複素共役表現の要素になっているので、その複素共
役を取れば

w′∗a = Ma
bw

∗b (2.14)

ということになる。
SL(2,C)の定義から複素共役と関係する条件式が得られないため、元の表現と複素共役表現と

における全ての要素を対応させる適当な変換は存在しない。つまり反傾表現の場合と異なり、元
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の表現と複素共役表現とは同値な表現になっていない。したがって元の表現との組み合わせで既
約な表現を構成できる。
下添字にも同様にして点付き添字の記法が導入される。スカラー量は点無しでの上下添字での

縮約、あるいは点付きでの上下添字での縮約によって得られる。またこの表現は複素共役をとっ
ているので、元の表現とは同値な表現になっていない。

2.5 スピノルの表現

変換Ma
b ∈ SL(2,C)と変換される ua ∈ C2に対して

u′a = Ma
bu

b complex conjugate //

contragradient (dual)
��

u′∗ȧ = M∗ȧ
ḃ
u∗ḃ

��

u′
a = tM−1 b

a ub
// u′∗

ȧ = M−1† ḃ
ȧ u∗

ḃ

(2.15)

のように 3つの表現が別途得られる。ただし元の表現と同値でない表現は互いに複素共役にあ
る表現に限られるため、同値でない表現の組は 2つまでしか取れない。
ϵȧḃと ϵȧḃとは点無しと変わらず

val [ϵȧḃ] = val
[
ϵȧḃ
]

=

 0 1

−1 0

 (2.16)

で与えられる。これは例えば val
[
(ϵab)∗] = val [ϵ∗ȧḃ] = val [ϵȧḃ]のように下付き添字の量で確認す

れば問題ないことが分かる。

3 スピノルと Lorentz 変換

再び Lorentz 変換の議論に戻る。Lorentz 群 SO+(1, 3)を考える際に見ていたのは Minkowski

時空上での座標の足 µ (= 0, 1, 2, 3) に対する縮約のルールだった。一方 SL(2,C) では別の足
a (= 0, 1)の縮約を見ていた。したがって両者をつなげるにはその足の変換を行なう必要がある。

3.1 時空点のスピノル表示

Minkowski 時空の計量は ds2 = ηµνdxµdxν で与えられる9）が、これを変形すると

ds2 =
(
dx0 + dx3) (dx0 − dx3)−

(
dx1 − idx2) (dx1 + idx2)

= det

 dx0 + dx3 dx1 − idx2

dx1 + idx2 dx0 − dx3

 (3.1)

9） ここで扱っているのは平坦な時空なので dをつけてもつけなくても同じである。
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のように detで表わすことが出来る。ここで物理でよく用いる Pauli 行列 {σµ}10）を用いれば

ds2 = det
(
dxµσ aȧ

µ

)
= 1

2!
ϵabϵȧḃσ

aȧ
µ σ bḃ

ν dxµdxν (3.3)

となる11）。

4次元Minkowski計量 ds2は ηµνdxµdxν の他に det(dxµσ aȧ
µ )で表わすことも出来る。

ここでは SO+(1, 3)の足が下付きのときは SL(2,C)の足はどちらも上付きかつ点なしを左、点付
きを右（添字が σ aȧ

µ ）で表わされるものを基準とし、Pauli 行列の成分とそのまま対応するよう
に決めている。σi のように SL(2,C)の足が明記されていない場合は Pauli 行列そのものとして
扱っている。SO+(1, 3)の足が上付きの Pauli 行列 σµ は計量テンソルとの縮約によって与えられ
るものである (σµ = ηµνσν)。時空座標の添字が上付きで、混合スピノルの添字が下付きの場合を
明示的に書けば

val [σµ
aȧ ] = val

[
ηµνσ bḃ

ν ϵbaϵḃȧ

]
= tσµ = σ∗

µ

(
val
[
σ aȧ

µ

]
= σµ

)
(3.5)

で与えられる。まとめると val [σµ
ȧa ] = σµ = val

[
σ aȧ

µ

]かつ val
[
σµȧa

]
= σµ = val

[
σµaȧ

]。
計量テンソルは

ηµν = 1
2
ϵabϵȧḃσ

aȧ
µ σ bḃ

ν = 1
2
σ aȧ

µ σνaȧ (3.6)

のように分解されることが確認できる。

点無しと点付きと両方の足が付いてる量は（2階）混合スピノルと呼ばれる。

標準的な表現として変換される足と複素共役表現として変換される足とどちらも含まれている
ことで、式 (1.38)で示される（生成子 Řk とその複素共役とが共に作用する）変換則との対応が
つく。4つの実パラメータで指定されるMinkowski 時空上の点は 2次のエルミートな量に置き換
えられている12）。

10） Pauli 行列は

σ0 =

(
1

1

)
, σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)
(3.2)

で表わされるエルミートかつユニタリな行列である。相対論の文脈では単位行列を σ0 として含めることがあり、こ
こではそれに従っている。σiσj = δijσ0 + iϵijkσk を満たす。

11）
1
2!

ϵabϵȧḃσ aȧ
µ σ bḃ

ν dxµdxν =
1
2!

ϵȧḃ

(
σ 0ȧ

µ σ 1ḃ
ν − σ 1ȧ

µ σ 0ḃ
ν

)
dxµdxν =

(
σ 00̇

µ σ 11̇
ν − σ 10̇

µ σ 01̇
ν

)
dxµdxν (3.4)

12） エルミートな量の和はエルミートであり、実数倍してもエルミートである。つまり R上の線形空間を成してい
る。また自由度の数は元のMinkowski 空間と同じく 4 × 2/2 = 4である。
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4次元Minkowski 時空上の点に対して

xaȧ = xµσ aȧ
µ (3.7)

という記法を導入する。

両者の成分の対応は


x00̇ = x0 + x3

x01̇ = x1 − ix2

x10̇ = x1 + ix2

x11̇ = x0 − x3

⇔



x0 = 1
2

(
x00̇ + x11̇

)
x1 = 1

2

(
x01̇ + x10̇

)
x2 = i

2

(
x01̇ − x10̇

)
x3 = 1

2

(
x00̇ − x11̇

)
(3.8)

となっている。計量は
ds2 = det

(
dxaȧ

)
= 1

2!
ϵabϵȧḃdxaȧdxbḃ (3.9)

と表わされる。

式 (3.6)の両辺に計量テンソルを乗じると

1
2
σ aȧ

µ σν
aȧ = δν

µ (3.10)

が得られる。また
1
2
σ aȧ

µ σµ

bḃ
= δa

b δ
ȧ
ḃ

(3.11)

のように SL(2,C)の足の縮約を取っていない関係式も成り立つ。

これらの基本的な関係式を使えばエルミートな 2階混合スピノル xaȧ からMinkowski 時空の座
標が

xµ = 1
2
σµ

aȧx
aȧ (3.12)

で得られる。
点無し添字と点付き添字はそれぞれ式 (2.15)に示される変換則に従う。例えば 3階混合スピノ

ルの変換則は

ψaȧ
ḃ

−→ ψ′aȧ
ḃ

= Na
cN

∗ȧ
ċN

−1† ḋ

ḃ
ψcċ

ḋ
= Na

cψ
cċ

ḋ
N† ȧ

ċ N−1∗ḋ
ḃ

(Na
b ∈ SL(2,C)) (3.13)

のように表わされる。複数の添字があっても基本的には添字 1つの場合の繰り返しである。具体
的な確認を 2階混合スピノルの場合で行なっていく。
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3.2 Lorentz 変換とスピノルの変換

スピノルの足で表わされた座標の変換は、Lorentz 変換 (1.8)より

x′aȧ = σ aȧ
µ x′µ = σ aȧ

µ Λµ
νx

ν = σ aȧ
µ Λµ

ν

1
2
σ bḃ

ρ σν
bḃ
xρ =

(1
2
σ aȧ

µ Λµ
νσ

ν
bḃ

)(
σ bḃ

ρ xρ
)

= Λaȧ
bḃ
xbḃ

(3.14)

と書ける。ここでは便宜的に
Λaȧ

bḃ
= 1

2
σ aȧ

µ Λµ
νσ

ν
bḃ

(3.15)

で示される略記（µ → aȧ）を使っている。これは式 (3.10)と (3.5)とからも分かるように相似変
換になっている。Lorentz 変換が式 (1.38)と書けることから、

Λaȧ
bḃ

= 1
2
σ aȧ

µ exp
(
ξkĽk + ξ∗

kĽ
∗
k

)µ

ν
σν

bḃ
= δa

b δ
ȧ
ḃ

+ 1
2
σ aȧ

µ

(
ξkĽk + ξ∗

kĽ
∗
k

)µ

ν
σν

bḃ
+ · · · (3.16)

となる。
次に 2項目を Ľk, Řk = Ľ∗

k の k = 1, 2の場合について具体的に計算する。それぞれ行列で表示
すると

val
[
Ľ µ

1 ν

]
= 1

2



0 −i

−i 0

0 −1

1 0


, val

[
Ľ µ

2 ν

]
= 1

2



0 −i

0 1

−i 0

−1 0


(3.17)

である。まず k = 1について添字が上下された混合スピノル (3.5)に注意して計算すると

1
2
σ a0̇

µ Ľ µ
1 νσ

ν
b0̇ = 1

4

(
−iσ a0̇

0 σ1
b0̇ − iσ a0̇

1 σ0
b0̇ − σ a0̇

2 σ3
b0̇ + σ a0̇

3 σ2
b0̇

)
= 1

4
(
−iδa

0δ
1
b − iδa

1δ
0
b − iδa

1δ
0
b − iδa

0δ
1
b

)
= − i

2
(
δa

0δ
1
b + δa

1δ
0
b

)
(3.18)

かつ

1
2
σ a0̇

µ Ľ µ
1 νσ

ν
b1̇ = 1

4

(
−iσ a0̇

0 σ1
b1̇ − iσ a0̇

1 σ0
b1̇ − σ a0̇

2 σ3
b1̇ + σ a0̇

3 σ2
b1̇

)
= 1

4
(
−iδa

0δ
0
b − iδa

1δ
1
b + iδa

1δ
1
b + iδa

0δ
0
b

)
= 0 (3.19)

より、他の成分も同様に計算すると

1
2
σ aȧ

µ Ľ µ
1 νσ

ν
bḃ

= − i

2
(
δa

0δ
1
b + δa

1δ
0
b

)
× δȧ

ḃ
(3.20)

が求まる。Ř µ
1 ν = Ľ∗µ

1 ν については

1
2
σ 0ȧ

µ Ľ∗µ
1 νσ

ν
0ḃ

= 1
4
(
iσ 0ȧ

0 σ1
0ḃ

+ iσ 0ȧ
1 σ0

0ḃ
− σ 0ȧ

2 σ3
0ḃ

+ σ 0ȧ
3 σ2

0ḃ

)
= i

2

(
δȧ

0̇δ
1̇
ḃ

+ δȧ
1̇δ

0̇
ḃ

)
(3.21)
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かつ
1
2
σ 0ȧ

µ Ľ∗µ
1 νσ

ν
1ḃ

= 1
4
(
iσ 0ȧ

0 σ1
1ḃ

+ iσ 0ȧ
1 σ0

1ḃ
− σ 0ȧ

2 σ3
1ḃ

+ σ 0ȧ
3 σ2

1ḃ

)
= 0 (3.22)

と計算され、同様に他の成分も計算することで

1
2
σ aȧ

µ Ľ∗µ
1 νσ

ν
bḃ

= δa
b × i

2

(
δȧ

0̇δ
1̇
ḃ

+ δȧ
1̇δ

0̇
ḃ

)
(3.23)

が得られる。k = 2は

1
2
σ a0̇

µ Ľ µ
2 νσ

ν
b0̇ = 1

4

(
−iσ a0̇

0 σ2
b0̇ − iσ a0̇

2 σ0
b0̇ + σ a0̇

1 σ3
b0̇ − σ a0̇

3 σ1
b0̇

)
= 1

2
(
−δa

0δ
1
b + δa

1δ
0
b

)
, (3.24)

1
2
σ a0̇

µ Ľ µ
2 νσ

ν
b1̇ = 1

4

(
−iσ0

a0̇σ2
b1̇ − iσ2

a0̇σ0
b1̇ + σ1

a0̇σ3
b1̇ − σ3

a0̇σ1
b1̇

)
= 0 (3.25)

より
1
2
σ aȧ

µ Ľ µ
2 νσ

ν
bḃ

= − i

2
(
−iδa

0δ
1
b + iδa

1δ
0
b

)
× δȧ

ḃ
(3.26)

が得られる。同様に複素共役についても計算すると

1
2
σ 0ȧ

µ Ľ∗µ
2 νσ

ν
0ḃ

= 1
4
(
iσ 0ȧ

0 σ2
0ḃ

+ iσ 0ȧ
2 σ0

0ḃ
+ σ 0ȧ

1 σ3
0ḃ

− σ 0ȧ
3 σ1

0ḃ

)
= 1

2

(
−δȧ

0̇δ
1̇
ḃ

+ δȧ
1̇δ

0̇
ḃ

)
, (3.27)

1
2
σ 0ȧ

µ Ľ∗µ
2 νσ

ν
1ḃ

= 1
4
(
iσ 0ȧ

0 σ2
1ḃ

+ iσ 0ȧ
2 σ0

1ḃ
+ σ 0ȧ

1 σ3
1ḃ

− σ 0ȧ
3 σ1

1ḃ

)
= 0 (3.28)

より
1
2
σ aȧ

µ Ľ∗µ
2 νσ

ν
bḃ

= δa
b × i

2

(
iδȧ

0̇δ
1̇
ḃ

− iδȧ
1̇δ

0̇
ḃ

)
(3.29)

が得られる。ここで
val
[
Σ̌ a

k b

]
= − i

2
σk

(
val
[
Σ̌∗ȧ

k ḃ

]
= i

2
σ∗

k

)
(3.30)

を満たす Σ̌ a
k bを導入しておけば、これまでの計算は

1
2
σ aȧ

µ Ľ µ
k νσ

ν
bḃ

= Σ̌ a
k b × δȧ

ḃ
,

1
2
σ aȧ

µ Ľ∗µ
k νσ

ν
bḃ

= δa
b × Σ̌∗ȧ

k ḃ
(k = 1, 2, 3) (3.31)

の形にまとめられる。具体的に計算することで複素共役表現の点付き添字のルールが満たされ
ていることが確認できる。したがって便宜的に Lorentz 変換の足をスピノルの足で書いた式
(3.16)は

Λ (ξ)aȧ
bḃ = δa

b δ
ȧ
ḃ

+
(
ξkΣ̌ a

k bδ
ȧ
ḃ

+ δa
b ξ

∗
kΣ̌∗ȧ

k ḃ

)
+ · · · = exp

(
ξkΣ̌k

)a

b
exp

(
ξ∗

kΣ̌∗
k

)ȧ

ḃ
(3.32)

となる。簡単のため S (ξ)a
b = exp

(
ξkΣ̌k

)a

b
とする。

Lorentz 変換 (1.8)と対応する SL(2,C)の変換 (3.14)は

x′aȧ = S (ξ)a
b S (ξ)∗ȧ

ḃ x
bḃ = S (ξ)a

b x
bḃS (ξ)† ȧ

ḃ
(3.33)

となる。
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これと σµ
aȧ との和をとれば

x′µ = 1
2
σµ

aȧS (ξ)a
b S (ξ)∗ȧ

ḃ σ
bḃ

ν xν (3.34)

が得られる。つまり Lorentz 変換は

Λ (ξ)µ
ν = 1

2
σµ

aȧσ
bḃ

ν S (ξ)a
b S (ξ)∗ȧ

ḃ = 1
2

tσµ
ȧaS (ξ)a

b σ
bḃ

ν S (ξ)† ȧ

ḃ
(3.35)

のように分解できることが分かる。

3.3 スピノル表示の 2価性

これまでに得られた SL(2,C)の変換を具体的に計算してみる。 第 1成分は

val
[
exp

(
ξ1Σ̌1

)a

b

]
=

1

1

+ ξ1

2

 −i

−i

+ 1
2!

(
ξ1

2

)2
1

1

+ 1
3!

(
ξ1

2

)3
 −i

−i

+ · · ·

=

 cos ξ1
2 −i sin ξ1

2

−i sin ξ1
2 cos ξ1

2

 , (3.36)

第 2成分は

val
[
exp

(
ξ2Σ̌2

)a

b

]
=

1

1

+ ξ2

2

 −1

1

+ 1
2!

(
ξ2

2

)2
−1

−1

+ 1
3!

(
ξ2

2

)3
 1

−1

+ · · ·

=

cos ξ2
2 − sin ξ2

2

sin ξ2
2 cos ξ2

2

 , (3.37)

最後に第 3成分は

val
[
exp

(
ξ3Σ̌3

)a

b

]
=

1

1

+ ξ3

2

−i

i

+ 1
2!

(
ξ3

2

)2
−1

1

+ 1
3!

(
ξ3

2

)3
i

−i

+ · · ·

=

e−i
ξ3
2

ei
ξ3
2

 (3.38)

が得られる。
式 (1.38)で示しているようにパラメータ ξk = θk − iτk は複素数である。実部と虚部とで分解

すると
cos ξk

2
= cos θk

2
cosh τk

2
+ i sin θk

2
sinh τk

2
,

sin ξk

2
= sin θk

2
cosh τk

2
− i cos θk

2
sinh τk

2
,

ei
ξk
2 = ei

θk
2 e

τk
2

(3.39)

である。θk は元々空間回転を表わすパラメータとして導入していた（式 (1.32)の前後）。θk と
θk + 2πとで指定されるスピノルの変換とは、符号の違いがあるため別の変換として区別される。
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一方で θkと θk + 4πとで指定されるスピノルの変換は同一の変換を与えることが確認できる（4π

の周期性）。θk と θk + 2π とで指定される変換が同一の変換を与える Lorentz 変換（式 (1.28)あ
るいは (1.32)）とは違う性質を示している（2πの周期性）。
式 (3.33)と (3.34)、(3.35)にあるように、Lorentz 変換はスピノルの変換とその複素共役との

ペアで表わされる。したがって符号の違いで区別される 2つのスピノルの変換は同じ Lorentz 変
換を与える。この Lorentz 変換としての重複がスピノル表示の 2価性と呼ばれる。
計量は 2階混合スピノルの detの形でも表わされる。Lorentz 変換はスピノル表示を用いれば

式 (3.33)で表わされるため、計量不変は det不変に言い換えることが出来る。

det
(
xaȧ
)

→ det
(
x′aȧ

)
= det (S (ξ)a

b) det
(
S (ξ)∗ȧ

ḃ

)
det

(
xbḃ
)

= det
(
xbḃ
)
. (3.40)

SL(2,C) に含まれる任意の変換はこの条件を満たすので、その要素を 1 つ定めて関係式
(3.35) に基づいて計算すれば対応する SO+(1, 3) としての変換が一意に定まる。つまり任意
の ha

b ∈ SL(2,C) に対して適当な λµ
ν ∈ SO+(1, 3) が 1 つ定まる。逆を考えると式 (3.35) から

も分かるように、1つの λµ
ν ∈ SO+(1, 3)に対して ±ha

b ∈ SL(2,C)が対応する13）。したがって
SO+(1, 3)と SL(2,C)との対応関係は 1 : 2になっており、スピノル表示は 2価表現になってい
る。SO+(1, 3)と 1 : 1で対応するのは SL(2,C)ではなく PSL(2,C) = SL(2,C) /Z2である14）15）。

Lorentz 群 SO+(1, 3)と射影特殊線形群 PSL(2,C)とは同型。

4 Poincaré変換

4.1 Lorentz 変換と時空並進

はじめに Lorentz 変換をMinkowski 時空上でのノルムを不変に保つ変換として導入したが、改
めて計量 ds2 = ηµνdxµdxν を不変に保つ変換として考えることにする。計量を不変に保つ変換
としては実定数 aµ (µ = 0, 1, 2, 3)に対する時空並進 xµ → xµ + aµ も許される。時空並進のもと

13） SL(2,C)の恒等変換 δa
b に対して det

(
δa

b

)
= det

(
−δa

b

)
= 1。

14） 整数全体からなる加法群 Z において、そのすべての要素を n ∈ Z 倍して得られる加法群を nZ とする。このとき

Zn = Z/nZ = {a + nZ | a ∈ Z} = {nZ, 1 + nZ, 2 + nZ, . . . , n − 1 + nZ} . (3.41)

簡単に代表元で表わせば Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1}である。具体的に SL(2,C)の元で Z2 を表わせば {±δa
b }である。

15） PSL(2,C)は 2次射影特殊線型群を指す。N 次複素射影空間 CPN は CN+1 − {0}を複素数定数倍の同値関係で
割ることで得られる。これはもともと特殊線型群が行列式が 1を満たすことによって与えられ、複素数定数倍として
は {±1}しか許されないからである。正則な変換のなす群（行列式が 0でない変換のなす群、一般線型群 GL(n,C)）
を経由するほうが射影空間の雰囲気をより感じられるかもしれない。2次射影一般線型群 PGL(2,C)は GL(2,C) /C

によって与えられるので、これは CPN の得方そのものである。その中で行列式が 1となるものに制限することで
PSL(2,C)が得られるので、先述の通りである。

20



で dxµは不変なので計量も不変である。

Lorentz 変換に時空並進も含めた変換を Poincaré変換と呼び、

xµ → Λ(θ, τ)µ
νx

ν + aµ (4.1)

なる 4元ベクトルの変換として表わされる。

時空並進の 4と空間回転の 3、ブーストの 3で合計 10のパラメータがある。Poincaré変換の集
合は演算として閉じており Poincaré群と呼ばれる。Poincaré群は非斉次 Lorentz 群とも呼ばれ、
群としては ISO+(1, 3)と表記されることもある。I は Inhomogeneous （非斉次）の I である。

Poincaré変換 xµ → x µ
(1) = Λ µ

1 νx
ν + a µ

1 と x µ
(1) → x µ

(2) = Λ µ
2 νx

ν
(1) + a µ

2 とを考えると

x µ
(2) =

(
Λ µ

2 νΛ ν
1 ρ

)
xρ + (Λ µ

2 νa
ν

1 + a µ
2 ) (4.2)

が得られる。Poincaré変換を (Λ, a)で表わし、その合成を単に結合させて表わすことにすれば

(Λ2, a2)(Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) (4.3)

と書ける。逆変換は
(Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a) (4.4)

である。時空並進のみの場合は可換であり、可換群になっている。つまり Poincaré群は Lorentz

群と時空並進からなる可換群との半直積群である。

4.2 微小変換と交換関係

ここで一度座標変換に限らない形で Poincaré変換の微小変換について考えてみる。Lorentz 変
換の微小変換の議論に基づいて Poincaré変換の 1次近似を

A(Λ, a) ≃ 1 + 1
2
ωρσMρσ + aµPµ (4.5)

で与えることにする16）。Mρσ と Pµ とがそれぞれ時空並進と Lorentz 変換との生成子
（代数 iso(1, 3) の要素）である。引数内部ではこれまでの Lorentz 変換の計算で得られた
Λµ

ν ≃ δµ
ν + 1

2ω
ρσ
(
M̌ρσ

)µ

ν
を用い、式 (4.3)に基づいて変換の合成を考える。引数内部での係数

ωρσ, aµがMρσ と Pµの係数として引数の外部に出る。

16） 明言はしていなかったが、これまでの座標変換の議論は標準的な表現に基づいている。ここでは標準的な表現に
限らない表示であることを明示する気持ちの下、式 (4.3)周辺で述べている Poincaré変換 (Λ, a)に Aをつけている。
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各パラメータの 1次近似の範囲では

A (Λ, 0)A (1, a)A (Λ, 0)−1
A (1, a)−1

≃
(

1 + 1
2
ωρσMρσ

)
(1 + aµPµ)

(
1 − 1

2
ωρσMρσ

)
(1 − aµPµ)

=
(

1 + aµPµ + 1
2
ωρσMρσ + 1

2
ωρσaµMρσPµ

)(
1 − aµPµ − 1

2
ωρσMρσ + 1

2
ωρσaµMρσPµ

)
≃1 + 1

2
ωρσaµ [Mρσ,Pµ] (4.6)

と

A (Λ, 0)A (1, a)A (Λ, 0)−1
A (1, a)−1 = A (1, (Λ − 1)a) ≃ A

(
1, 1

2
ωρσM̌ρσa

)
≃ 1 + 1

2
ωρσ

(
M̌ρσ

)ν

µ
aµPν

= 1 + 1
2
ωρσaµ (ησµPρ − ηρµPσ) (4.7)

とが得られる。前者 (4.6)は合成する前に一次近似し、後者 (4.7)は合成したあとに一次近似を
行っている。前者と後者は等しいので Lorentz 変換の生成子と時空並進の生成子との交換関係

[Mρσ,Pµ] = − (ηρµPσ − ησµPρ) (4.8)

が確認できる17）。上述の計算 (4.7)を途中で止めた [Mρσ,Pµ] =
(
M̌ρσ

)α

µ
Pα の方が明確かもし

れないが、Pµ はMρσ との交換関係をとることで（座標と同様に）微小 Lorentz 変換されること
を表わしている。
同様に A (Λ, 0)A (Λ′, 0)A (Λ, 0)−1

A (Λ′, 0)−1 = A
(
ΛΛ′Λ−1Λ′−1, 0

)の計算を行えば、左辺の
A (Λ, 0)A (Λ′, 0)A (Λ, 0)−1

A (Λ′, 0)−1

≃
(

1 + 1
2
ωρσMρσ

)(
1 + 1

2
ω′αβMαβ

)(
1 − 1

2
ωρσMρσ

)(
1 − 1

2
ω′αβMαβ

)
≃1 + 1

4
ωρσω′αβ [Mρσ,Mαβ ] (4.9)

と、右辺の

A
(
ΛΛ′Λ−1Λ′−1, 0

)
=A

(
exp

(1
4
ωρσω′αβ

[
M̌ρσ, M̌αβ

]
+ · · ·

)
, 0
)

=A

(
exp

(
−1

4
ωρσω′αβ

(
δµ

σδ
ν
βηρα + δµ

σδ
ν
αηρβ − δµ

ρ δ
ν
βησα + δµ

ρ δ
ν
αησβ

)
M̌µν + · · ·

)
, 0
)

≃1 − 1
4
ωρσω′αβ

(
δµ

σδ
ν
βηρα + δµ

σδ
ν
αηρβ − δµ

ρ δ
ν
βησα + δµ

ρ δ
ν
αησβ

)
Mµν

=1 − 1
4
ωρσω′αβ (ηραMσβ + ηρβMσα − ησαMρβ + ησβMρα) (4.10)

17） 交換関係を得るために計算している (Λ, 0) (1, a) (Λ, 0)−1 (1, a)−1 の補足。もしある群 Gの要素 g, h ∈ Gに対し
て、両者が互いに可換かどうかを確認したいときは gh = hg ⇔ ghg−1 = h ⇔ ghg−1h−1 = I（I は単位元）を満た
すかを確認すればよい。一方非可換の場合も同様に ghg−1h−1 を計算すれば、単位元からの違いとして非可換の度
合いが分かることになる。計算 (4.6)と (4.7)とはこれを実際に行ったものである。
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とが得られる。ただし右辺の計算 (4.10)の 1行目の変形は Baker–Campbell–Hausdorff の関係式

expA expB = exp
(
A+B + 1

2
[A,B] + 1

12
[A−B, [A,B]] + · · ·

)
(4.11)

を用いた。ただし A,B は互いに可換とは限らない変換。また同じく右辺の計算の 1行目から 2

行目への計算は、引数内の計算なので式 (1.27)を用いて計算されている。したがって交換関係は
既に得られている式 (1.27)と同じく

[Mµν ,Mρσ] = − (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (4.12)

である。この関係式も添字 µν のペアに注目して変形すれば [Mµν ,Mρσ] = (M̌µν)α
ρMασ +

(M̌µν)α
σMρα が得られ、交換関係をとることでMρσ が微小 Lorentz 変換されていることが確認

できる。
時空並進は実際に計算するまでもなく、時空並進のみの場合は可換であることが近似をしなく

ても分かるので、交換関係は

[Pµ,Pν ] = 0 (4.13)

ということになる。

4.3 生成子と指数写像

Lorentz 変換の生成子とその指数写像とは具体的に (1.23)と (1.28)とで得られている。時空並
進も同様に表わすことができる。時空並進の生成子 Pµ をより具体的に表わしたもののひとつが
微分演算子 ∂µであり18）19）、指数写像は exp(aµ∂µ)となる。

xµ → exp(aν∂ν)xµ =
(

1 + aν∂ν + 1
2

(aν∂ν)2 + . . .

)
xµ = xµ + aµ (4.14)

で時空並進が記述できていることが確認できる。この指数写像の積が可換であること、逆方向の
時空並進が逆変換になっていることは普通の数の指数函数と同様に確認できる。

Lorentz 変換 x′µ = Λµ
νx

ν
(
⇔ xµ =

(
Λ−1)µ

ν
x′ν = x′νΛ µ

ν

)において微分 ∂µの変換性は

∂µ → ∂′
µ = ∂

∂x′µ = ∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
= Λ ν

ρ

∂x′ρ

∂x′µ
∂

∂xν
= Λ ν

ρ δρ
µ∂ν = Λ ν

µ ∂ν = ∂ν(Λ−1)ν
µ (4.15)

18） 例えば 4 元ベクトルに常に値 1 を持つ成分を付け足した量 xµ̄ （上線付きの添字を 0 から 4 までを走るも
のとして xµ̄ = xµ for µ̄ = 0, . . . , 3 かつ x4 = 1）に対して

(
P̌µ̄

)ρ̄

σ̄
= δρ̄

µ̄δ̄4
σ̄ とすれば P̌µ̄ も条件を満たす。ただ

し δρ̄
σ̄ は δ4

4 = 0 を、δ̄ρ̄
σ̄ は δ̄4

4 = 1 を満たすものとする。2 次以上の項は δ̄4
λ̄

δλ̄
ν̄ = δ4

ν̄ = 0 を含むため、指数写像は
exp(aµ̄P̌µ̄)ρ̄

σ̄ = δ̄ρ̄
σ̄ + aµ̄δρ̄

µ̄δ̄4
σ̄ となる。

19） Lorentz 変換を座標成分の 1次の範囲で混ぜるようなこれまでの表示の仕方からすると、微分演算子をもってく
るのは一種の飛躍である。座標変換を考える限りにおいて微分演算子をもってくる必然性は無い。
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である。したがって Poincaré変換は時空並進を指数写像で表わした式 (4.14)で xµ と ∂µ とを共
に Lorentz 変換した

xµ → exp(aα(Λ∂)α)(Λx)µ = exp(aαΛ β
α ∂β)Λµ

νx
ν = Λµ

νx
ν + aµ (4.16)

で表わすことができる。下添字と上添字との Lorentz 変換がそれぞれ互いに逆変換になっている
ため、この結果が得られる。
時空並進を微分演算子で表わした一方、Lorentz 変換は具体的な表示が得られてはいるが微

分演算子で表わされていない。言い換えれば、先の Poincaré変換の式 (4.16)を見て分かるよう
に、時空並進の生成子の表示と Lorentz 変換の生成子の表示とが対等になっていない。Lorentz

変換も微分演算子で表わすことはできて、それは Lorentz 変換の 1 次近似式 (1.24) において
δµ

ν = ∂νx
µを用いて

(
M̌ρσ

)µ

ν
xν = (δµ

ρ ηνσ − δµ
σηνρ)xν = −(xρ∂σ − xσ∂ρ)xµ, (4.17)

したがって

x′µ ≃
(

1 − 1
2
ωρσM̌ρσ

)
xµ, M̌ρσ = xρ∂σ − xσ∂ρ (4.18)

である20）。この Lorentz 変換の生成子の表記に合わせて時空並進の生成子も P̌µ = ∂µ と表わす
ことにする21）。
これらの微分演算子を用いた表示で計算することで直接的に

[
M̌µν ,M̌ρσ

]
= −

(
ηµρM̌νσ − ηµσM̌νρ − ηνρM̌µσ + ηνσM̌µρ

)
,[

M̌ρσ, P̌µ

]
= −

(
ηρµP̌σ − ησµP̌ρ

)
,[

P̌µ, P̌ν

]
= 0

(4.19)

が求まる。
以上の交換関係を満たす生成子の指数写像によって Poincaré変換は与えられるので

exp
[
−1

2
ωρσM̌ρσ + aµP̌µ

]
. (4.20)

20） M̌ρσxµ = (ηρνδµ
σ − ησδµ

ρ )xν = −
(
M̌ρσ

)µ

ν
xν になっているので符号に注意。

21）
{

M̌ρσ, P̌µ

}
と {Mρσ,Pµ}、

{
M̌ρσ, P̌µ

}
はそれぞれ違う表示であるため別々の記号で表わしているが、全て同じ

交換関係を満たす。
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4.4 Casimir 不変量

ここまで Lorentz 群あるいは Poincaré群の性質を調べるためにそれぞれの代数を調べてきた。
群は大域的な対象で直接具体的に調べるのが難しい。そのため局所的な性質に対応する代数を調
べることで目的の群を調べる。具体的には代数の構造を特徴づける交換関係の確認を行い、そ
の代数の要素の指数写像によって群の要素を得る。これが群の性質を調べる常套手段になって
いる。
代数の構造を調べる上でまず重要なのがゼロでない交換関係である。その関係で結び付けられ

る最小の要素数は群・代数の次元に対応する。一方でその要素を組み合わせることで構成され
る、任意の要素との交換関係がゼロになる要素も重要である。それは Casimir 不変量（Casimir

演算子/作用素、Casimir 元/要素）と呼ばれる。ここでは Poincaré群の代数 iso+(1, 3)に存在す
る 2つの Casimir 不変量の確認を行なう。
ここで確認することはこれまでに述べた交換関係だけから定まる内容である。ただし実際

に使う段階になると 4.3 章で示した座標と微分演算子とで表わされた Poincaré 変換の生成子
{M̌ρσ, P̌µ}を使うことが多いと思うので、使う記号としても交換関係 (4.19)から出発することに
する。
一番簡単な Casimir 不変量は

P̌2 = P̌µP̌µ = ηµνP̌µP̌ν (4.21)

である。これは [
P̌µ, P̌2

]
= 0,[

M̌ρσ, P̌2
]

= P̌µ
[
M̌ρσ, P̌µ

]
+
[
M̌ρσ, P̌µ

]
P̌µ

= −P̌µ
(
ηρµP̌σ − ησµP̌ρ

)
−
(
ηρµP̌σ − ησµP̌ρ

)
P̌µ

= −P̌ρP̌σ + P̌σP̌ρ − P̌σP̌ρ + P̌ρP̌σ

= 0

(4.22)

で確認される。物理的には 4元運動量のノルムに対応し、この量が Poincaré変換に対して不変、
つまり相対論的に不変な量であることを確認したことになる。
もうひとつの Casimir 不変量を確認するために

Ǐ = 1
8
ϵµνρσM̌µνM̌ρσ (4.23)
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という量を考える22）。P̌µとの交換関係を計算すると[
P̌µ, Ǐ

]
= 1

8
ϵαβγδ

(
M̌αβ

[
P̌µ,M̌γδ

]
+
[
P̌µ,M̌αβ

]
M̌γδ

)
= 1

8
ϵαβγδ

(
M̌αβδγ

µP̌δ − M̌αβδδ
µP̌γ + δα

µ P̌βM̌γδ − δβ
µP̌αM̌γδ

)
= 1

4
ϵµαβγ

(
M̌αβP̌δ + P̌αM̌βγ

)
= 1

2
ϵµαβγP̌αM̌βγ

(
= 1

2
ϵµαβγM̌αβP̌δ

)
(4.25)

になる。最後の行への変形は（対称な量と反対称な量との積はゼロであるから）
ϵµαβγ

[
M̌αβ , P̌γ

]
= 0 となることを使っている。この交換関係を 4 元ベクトル W̌µ の定

義とする。つまり

W̌µ =
[
P̌µ, Ǐ

]
= 1

2
ϵµνρσP̌νM̌ρσ (4.26)

とする23）。このベクトルは Pauli–Lubanski ベクトル（Pauli-Lubanski 演算子）と呼ばれ（これ
も対称と反対称との積がゼロになることから）

ηµνW̌µP̌ν = W̌µP̌µ = 1
2
ϵµνρσP̌νM̌ρσP̌µ = 1

2
ϵµνρσM̌νρP̌σP̌µ = 0 (4.28)

を満たす。つまり Pauli–Lubanski ベクトル W̌µは時空並進変換の生成子 P̌µと常に直交するよう
に定義されている。順序を入れ替えても P̌µW̌µ = 0である。Poincaré変換の生成子との交換関
係は [

P̌µ, W̌ν

]
= 1

2
ϵνλρσ

[
P̌µ, P̌λM̌ρσ

]
= 1

2
ϵνλρσP̌λ

[
P̌µ,M̌ρσ

]
= 0[

M̌ρσ, W̌µ

]
= −

(
ηρµW̌σ − ησµW̌ρ

) (4.29)

である。とくに後者は式 (4.28)を用いて

0 =
[
M̌ρσ, η

µνW̌µP̌ν

]
= ηµνW̌µ

[
M̌ρσ, P̌ν

]
+ ηµν

[
M̌ρσ, W̌µ

]
P̌ν

= −W̌ρP̌σ + W̌σP̌ρ +
[
M̌ρσ, W̌µ

]
P̌µ

=
(
ηρµW̌σ − ησµW̌ρ +

[
M̌ρσ, W̌µ

])
P̌µ

(4.30)

と計算できることから確認できる。また Pauli–Lubanski ベクトル同士の交換関係は
[
W̌µ, W̌ν

]
= 1

2
ϵµαβγP̌α

[
M̌βγ , W̌ν

]
= 1

2
P̌α

(
−ϵµανγW̌γ + ϵµαβνW̌β

)
= ϵµναβP̌αW̌β (4.31)

22） M̌ρσ と双対な量 ˜̌Mρσ = 1
2 ϵρσλτ M̌λτ との積は次のように表わされる。

1
4

M̌µν
˜̌Mµν = −

1
2

3∑
i=1

ǨiJ̌i =: −
1
2

ǨJ̌ (4.24)

ただし Ǩk = M̌k0, J̌k = 1
2

∑
i,j

ϵkijM̌ij である。
23）

W̌0 = −
3∑

i=1

P̌iJ̌i, W̌k = −P̌0J̌k +
3∑

i=1

ϵkijP̌iǨj . (4.27)
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である。交換関係 (4.29)より、Poincaré変換に対して W̌µ は P̌µ と似た変換則を満たすことが確
認できる。

2つ目の Casimir 不変量は

W̌2 = W̌µW̌µ = ηµνW̌µW̌ν (4.32)

で与えられる。これは[
P̌µ, W̌2

]
= ηµνW̌µ

[
P̌µ, W̌ν

]
+ ηµν

[
P̌µ, W̌µ

]
W̌ν = 0[

M̌ρσ, W̌2
]

= W̌µ
[
M̌ρσ, W̌µ

]
+
[
M̌ρσ, W̌µ

]
W̌µ = −

[
W̌ρ, W̌σ

]
+
[
W̌ρ, W̌σ

]
= 0

(4.33)

で確認される。対称と反対称と積がゼロであるから
[
P̌µ, W̌2

]
= 0かつ

[
W̌µ, P̌2

]
= 0になる。こ

れより P̌2と同様に W̌2も Poincaré変換のもとで不変、つまり相対論的に不変な量であることが
分かる。こちらの Casimir 不変量はスピンに直接的に関わる。
この Casimir 不変量 (4.32)を P̌µと M̌ρσ とで表わせば

W̌2 = 1
4
ηµνϵµαβγϵνρστ P̌αM̌βγP̌ρM̌στ

= 1
2

(
P̌ρM̌στ P̌ρM̌στ + P̌σM̌τρP̌ρM̌στ + P̌τ M̌ρσP̌ρM̌στ

)
= −P̌2M̌2 + P̌σM̌τρP̌ρM̌στ

(
M̌2 = −1

2
M̌ρσM̌ρσ

) (4.34)

である24）25）。2行目の 2項目と 3項目は見かけ上添字がが違うように見えるだけで整理すれば
一致することが分かる。また同じく 2行目の 1項目は

P̌ρM̌στ P̌ρM̌στ = P̌ρP̌ρM̌στ M̌στ + P̌ρ

[
M̌στ , P̌ρ

]
M̌στ = P̌2M̌στ M̌στ +

[
P̌σ, P̌τ

]
M̌στ (4.37)

のように変形して、2項目がゼロになることから得られる。とくに P̌2 が Casimir 不変量なので
P̌2M̌2 = M̌2P̌2である。このように P̌µと M̌ρσ との交換関係により順序を変えれば

W̌2 = −M̌2P̌2 + M̌ρτ M̌τσP̌σP̌ρ (4.38)

とも表わせる。2つの Casimir 不変量 P̌2, W̌2についての基本的な性質の確認は以上である。

ちょっとした補足。W̌µ は式 (4.23) で示される Ǐ（Lorentz 群の生成子同士を完全反対
称テンソルで縮約を取った量）と関係するものとして与えられた。ここで M̌2 について

24）

ηµνϵµαβγϵνρστ = det

ηαρ ηβρ ηγρ

ηασ ηβσ ηγσ

ηατ ηβτ ηγτ

 . (4.35)

25）

M̌2 =
3∑

i=1

(
M̌i0

)2 −
1
2

3∑
i,j=1

(
M̌ij

)2 =
3∑

i=1

(
Ǩ2

i − J̌ 2
i

)
=: Ǩ2 − J̌ 2. (4.36)
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も同じことをしてみる。まず��̌Wµ = 1
2

[
P̌µ,M̌2

]
= −1

2(M̌µνP̌ν − P̌νM̌νµ) とする。このとき[
P̌µ,��̌Wν

]
= ηµρP̌2 − P̌µP̌ν と

[
M̌µν ,��̌Wρ

]
= −(ηµρ��̌Wν − ηνρ��̌Wµ) とが得られる。Ǐ の時と比較

すると後者は似た形になっているが、前者がゼロになっておらず違う形になっている。また
��̌WµP̌µ = P̌µ��̌Wµ = 3

2 P̌2 であり、可換になってはいるが直交性が失われている。したがって
��̌W2 = ��̌Wµ��̌Wµ とすると

[
P̌µ,��̌W2

]
= (2��̌Wµ − 3P̌µ)P̌2 かつ

[
M̌ρσ,��̌W2

]
= 0となり、Casimir 不変

量を構成できていないことが確認できる。

5 共形変換

Minkowski 時空における計量を不変に保つ変換群としてまず Lorentz 群を考え、次に時空並進
変換群との半直積として拡張された Poincaré群を考えた。それぞれを非相対論に制限すると回
転群と特殊 Euclid 群とになる。一方で Poincaré群の拡張を考えると、そのひとつに共形群があ
る26）。

5.1 微小変換

ここでの計算は正の整数 dで与えられる一般の次元で行なう（ギリシャ文字の添字は 0から
d− 1までを走る）。実函数 Ω(x)を用いて表わされる計量の変化、ds2 → ds′2 = Ω(x)ds2 を許す
座標変換のなす群を共形群と呼ぶ。計量の変化を陽に書けば

ηµνdxµdxν → ηµνdx′µdx′ν = ηµν∂αx
′µ∂βx

′νdxαdxβ = Ω(x)ηαβdxαdxβ , (5.1)

つまり

ηµν∂αx
′µ∂βx

′ν = Ω(x)ηαβ (5.2)

である。ここで微小変換 xµ → x′µ = xµ + ϵµ +O
(
ϵ2
)を考えると、1次近似の範囲で

ηαβ + ∂αϵβ + ∂βϵα ≃ Ω(x)ηαβ (5.3)

である。両辺で ηαβ との縮約を取ると

Ω(x) ≃ 1 + 2
d
∂αϵ

α (5.4)

が得られる。これを式 (5.3)に入れ直せば

∂αϵβ + ∂βϵα ≃ 2
d
∂µϵ

µηαβ (5.5)

26） この章で扱う Ǩµ は特殊共形変換の生成子であり、前の章までに出てきた Lorentz ブーストの生成子ではないこ
とに注意。
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となる。両辺で ∂αとの縮約を取った後に ∂αを乗じると

∂µ∂µ∂αϵβ ≃
(2
d

− 1
)
∂α∂β∂µϵ

µ (5.6)

となる。操作として若干紛らわしいが、前者の操作は縮約が取られて αの添字が無くなる（その
ことを明示するためにダミーは µに変えた）ので、後者の操作と合わせて ∂α∂

α を両辺に乗じて
いるわけではない。同様に両辺で ∂β との縮約を取った後に ∂β を乗じると

∂µ∂µ∂βϵα ≃
(2
d

− 1
)
∂α∂β∂µϵ

µ (5.7)

となる。両式の和をとると

2
(2
d

− 1
)
∂α∂β∂µϵ

µ ≃ ∂µ∂µ (∂αϵβ + ∂βϵα) ≃ 2
d
∂µ∂µ∂νϵ

νηαβ , (5.8)

つまり
(2 − d) ∂α∂β∂µϵ

µ ≃ ∂ν∂ν∂µϵ
µηαβ (5.9)

が得られる。両辺で ηαβ との縮約をとると

(1 − d) ∂ν∂ν∂µϵ
µ ≃ 0 (5.10)

も得られる。d = 1のとき、式 (5.10)は何も条件を与えない27）。ここで d = 1の状況に興味はな
いので d ≥ 2を考えることにする。つまり

∂ν∂ν∂µϵ
µ ≃ 0 (5.11)

が常に成り立つ状況を考える。すると式 (5.9)は

(2 − d) ∂α∂β∂µϵ
µ ≃ 0 (5.12)

という条件を与えることになる。d = 2のときが最も特徴的な挙動をとるが、まずは d ≥ 3の状
況を考えることにする。
d ≥ 3のとき、式 (5.11)は

∂α∂β∂µϵ
µ ≃ 0 (5.13)

である。すなわち ϵµは最大次数が 2で、3種類の係数 aµ, bµ
ν , c

µ
ρσ を用いて

ϵµ = aµ + bµ
νx

ν + cµ
ρσx

ρxσ (5.14)

と表わすことができる。ただし cµ
ρσ は cµ

ρσ = cµ
σρ（2,3番目の添字が対称）を満たすものとす

る。0次項の aµ は Poincaré変換の時に既に述べた時空並進のパラメータである。1次以上の項
を調べるために式 (5.5)に代入すると

bβα + bαβ + 2(cβαν + cαβν)xν ≃ 2
d
bµ

µηαβ + 4
d
cµ

µνηαβx
ν (5.15)

27） このことは時空の次元が d = 1のときに共形変換（等角写像とも呼ばれる）を定義するための角が考えられない
ことに対応する、と文献 [10]で述べられている。
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が得られる。各次数で分けると
bαβ + bβα ≃ 2σηαβ

(
σ = 1

d
bµ

µ

)
cαβν + cβαν ≃ 2χνηαβ

(
χν = 1

d
cµ

µν

) (5.16)

である。一般に対称な成分と反対称な成分との和に分解できることから、前者は反対称な量
ωµ

ν (ωµ
ν + ω µ

ν = 0)を用いて
bµ

ν = ωµ
ν + σδµ

ν (5.17)

と表わせる。ωµ
ν は Lorentz 変換のパラメータである。一方で対角成分の係数 σは共形変換で新

たに出てきたパラメータであり、スケール変換に対応する。cαβν を調べるためにこれまでの結
果を踏まえた上で再び式 (5.5)の右辺にパラメータを代入すると

∂αϵβ + ∂βϵα ≃ 2 (σ + 2χνx
ν) ηαβ , (5.18)

両辺に ∂µを作用させると
∂µ∂αϵβ + ∂β∂µϵα ≃ 4χµηαβ (5.19)

になる。式 (5.18)で添字を巡回的に αβ → βµとし、両辺に ∂αを作用させると

∂α∂βϵµ + ∂µ∂αϵβ ≃ 4χαηβµ, (5.20)

同様に αβ → µαとし、両辺に ∂β を作用させると

∂β∂µϵα + ∂α∂βϵµ ≃ 4χβηµα (5.21)

になる。∂α∂βϵµ = 2cµαβ と −(5.19) + (5.20) + (5.21)から

cµαβ = χαηβµ + χβηµα − χµηαβ (5.22)

が得られる。したがって 2次の係数である cµ
ρσ の自由度は χµの 4つしかないことが分かる。こ

れも共形変換で新たに出てきたパラメータで、特殊共形変換と呼ばれる。具体的に計算すると

cµ
ρσx

ρxσ = 2χαx
αxµ − xαx

αχµ (5.23)

となることが確認できる。
以上の結果をまとめると、共形変換の 1次近似は

xµ → x′µ ≃ (1 + σ)xµ + ωµ
νx

ν + 2χαx
αxµ − xαx

αχµ + aµ (5.24)

で示される。共形変換のパラメータ d(d + 3)/2 + 1あり、その内訳は時空並進変換 aµ の dと
Lorentz 変換 ωµ

ν の dC2 = d(d− 1)/2、スケール変換 σの 1、特殊共形変換 χµの dとなっている。
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5.2 生成子と交換関係

共形変換の生成子のうち Poincaré変換の部分は M̌ρσ = xρ∂σ − xσ∂ρ(= xρP̌σ − xσP̌ρ), P̌µ = ∂µ

である。式 (5.24)よりスケール変換は

σxµ = σxνδµ
ν = σxν∂νx

µ (5.25)

のように変形できるので、生成子は

Ď = xµ∂µ

(
= xµP̌µ

)
(5.26)

となる。特殊共形変換についても同様に、パラメータを分離させるように変形すれば

2χαx
αxµ − xαx

αχµ = −χα
(
xβx

βδµ
α − 2xαx

µ
)

= −χα
(
xβx

β∂α − 2xαx
β∂β

)
xµ (5.27)

のように出来るので、生成子は

Ǩµ = xαx
α∂µ − 2xµx

α∂α

(
= xαx

αP̌µ − 2xµĎ
)

(5.28)

であることが分かる。
共形変換の生成子は

{
M̌ρσ, P̌µ, Ď, Ǩµ

}
なので、独立な交換関係は 4 + 4C2 = 10 ある。{

M̌ρσ, P̌µ

}
は Poincaré変換の生成子で、式 (4.19)で既に示されている 3つの交換関係を満たす。

スケール変換の生成子 Ďとの交換関係をまず確認する。以下微分演算子を用いた計算におい
て [∂µ, xν ] (=

[
P̌µ, xν

]
) = ηµν は基本的である28）。M̌ρσ との交換関係は[

Ď,M̌ρσ

]
= xα

[
P̌α,M̌ρσ

]
+
[
xα,M̌ρσ

]
P̌α = xρP̌σ − xσP̌ρ +

(
xσP̌ρ − xρP̌σ

)
= 0 (5.29)

であり、P̌µとの交換関係は [
Ď, P̌µ

]
=
[
xα, P̌µ

]
P̌α = −δα

µ P̌α = −P̌µ (5.30)

となる29）。自身との交換関係は[
Ď, Ď

]
=
[
xα∂α, x

β∂β

]
= xα

[
∂α, x

β
]
∂β + xβ [xα, ∂β ] ∂α = 0 (5.31)

となり、残る Ǩµは[
Ď, Ǩµ

]
=
[
Ď, xβx

βP̌µ

]
−
[
Ď, 2xµĎ

]
= xβx

β
[
Ď, P̌µ

]
+
[
Ď, xβx

β
]

P̌µ − 2
[
Ď, xµ

]
Ď

= −xβx
βP̌µ + 2xβx

βP̌µ − 2xµĎ

= Ǩµ

(5.32)

28）
[
M̌ρσ, xµ

]
= −(ηρµxσ − ησµxρ),

[
M̌ρσ, xαxα

]
= 0.

29）
[
Ď, xµ

]
= xµ,

[
Ď, xαxα

]
= 2xαxα.
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となる。添字を 1つ持つ時空並進変換・特殊共形変換の生成子との交換関係は（係数の変化を許
容する範囲で）それぞれの生成子を不変に保つ。添字を 2つ持っている Lorentz 変換の生成子と
の交換関係はゼロ、つまりスケール変換と Lorentz 変換とが可換であることが分かる。これは添
字を持たない Ďが Lorentz 変換の下で不変であることを表わしている。
特殊共形変換の生成子 Ǩµとの交換関係を確認する。M̌ρσ との交換関係は[

Ǩµ,M̌ρσ

]
=
[
xαx

αP̌µ,M̌ρσ

]
−
[
2xµĎ,M̌ρσ

]
= xαx

α
[
P̌µ,M̌ρσ

]
− 2

[
xµ,M̌ρσ

]
Ď

= xαx
α(ηρµP̌σ − ησµP̌ρ) − 2(ηρµxσ − ησµxρ)Ď

= ηρµǨσ − ησµǨρ

(5.33)

であり、P̌µとの交換関係は[
Ǩµ, P̌ν

]
=
[
xαx

αP̌µ, P̌ν

]
−
[
2xµĎ, P̌ν

]
= −2xνP̌µ + 2xµP̌ν + 2ηµνĎ = 2

(
M̌µν + ηµνĎ

)
(5.34)

で、自身との交換関係は[
Ǩµ, Ǩν

]
=
[
Ǩµ, xβx

βP̌ν

]
− 2

[
Ǩµ, xνĎ

]
= 2xβx

β
(

M̌µν + ηµνĎ
)

− 2xαx
αxµP̌ν + 2xνǨµ − 2(ηµνxαx

α − 2xµxν)Ď

= 2
(
xνǨµ + 2xµxνĎ + xβx

βM̌µν − xαx
αxµP̌ν

)
= 2

(
xνǨµ − xν

(
xβx

βP̌µ − 2xµĎ
)

+ xβx
βM̌µν − xαx

α
(
xµP̌ν − xνP̌µ

))
= 0

(5.35)

となる30）。とくに
[
Ǩµ,M̌ρσ

]
は
[
M̌ρσ, P̌µ

]
と同じ形になっている、つまり Ǩµも M̌ρσ との交換

関係をとることで微小 Lorentz 変換されている。
共形群の生成子

M̌ρσ = xρ∂σ − xσ∂ρ, P̌µ = ∂µ, Ď = xα∂α, Ǩµ = xαx
α∂µ − 2xµx

α∂α (5.36)

が満たす交換関係は

[
M̌ρσ,M̌µν

]
= −

(
ηρµM̌σν − ηρνM̌σµ − ησµM̌ρν + ησνM̌ρµ

)
,[

M̌ρσ, P̌µ

]
= −

(
ηρµP̌σ − ησµP̌ρ

)
,

[
P̌µ, P̌ν

]
= 0,[

M̌ρσ, Ď
]

= 0,
[
M̌ρσ, Ǩµ

]
= −

(
ηρµǨσ − ησµǨρ

)
,[

Ď, P̌µ

]
= −P̌µ,

[
Ď, Ď

]
= 0,

[
Ď, Ǩµ

]
= Ǩµ,[

Ǩµ, P̌ν

]
= 2

(
M̌µν + ηµνĎ

)
,

[
Ǩµ, Ǩν

]
= 0

(5.37)

30）
[
Ǩµ, xν

]
=
[
xαxαP̌µ − 2xµĎ, xν

]
= ηµνxαxα − 2xµxν ,

[
Ǩµ, xαxα

]
= −2xαxαxµ.
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にまとめられる。さらに −1から dまでを走る添字として下線をつけたギリシャ文字（たとえば
µ、引き続き何もついてないギリシャ文字は 0から d− 1を走る）を導入して M̌ρσ を

M̌ρσ =



1
2

(
Ǩρ − P̌ρ

)
(ρ = ρ, σ = −1),

M̌ρσ (ρ = ρ, σ = σ),
1
2

(
Ǩρ + P̌ρ

)
(ρ = ρ, σ = d),

D (ρ = d, σ = −1)

(5.38)

で与えると、先述の交換関係 (5.37)は

[
M̌ρσ,M̌µν

]
= −

(
ηρµM̌σν − ηρνM̌σµ − ησµM̌ρν + ησνM̌ρµ

)
(5.39)

にまとめることも出来る。この交換関係 (5.39)を仮定することで得られるものと、関係式 (5.38)

を代入して得られるものとを比較したものが

η−1−1M̌ρσ =
[
M̌ρ−1,M̌−1σ

]
= −1

4

(
−
[
Ǩρ, P̌σ

]
−
[
P̌ρ, Ǩσ

])
= M̌ρσ,

η−1−1M̌ρd =
[
M̌ρ−1,M̌−1d

]
= −1

2

[
Ǩρ − P̌ρ, Ď

]
= 1

2

(
Ǩρ + P̌ρ

)
,

ηddM̌ρ−1 =
[
M̌ρd,M̌d−1

]
= 1

2

[
Ǩρ + P̌ρ, Ď

]
= −1

2

(
Ǩρ − P̌ρ

)
,

ηddM̌ρσ =
[
M̌ρd,M̌dσ

]
= −1

4

([
P̌ρ, Ǩσ

]
+
[
Ǩρ, P̌σ

])
= −M̌ρσ

(5.40)

である (η−1−1 = 1, ηdd = −1)。ここでは val [ηµν ] = diag(1,−1, . . . ,−1) としているから
val
[
ηµν

]
= diag(1, 1,−1, . . . ,−1)で表わされることが確認できる31）。したがって

共形群は特殊擬直交群 SO(2, d)で記述される。

添字が 1から dの部分は回転群 SO(d)になっている。

5.3 有限な変換

これまでの議論から、共形変換の一般形は生成子の指数写像

exp
[
−1

2
ωρσM̌ρσ + aµP̌µ + σĎ − χµǨµ

]
(5.41)

で与えられるはずである。微小とは限らないスケール変換は

exp
(
σĎ
)
xµ =

(
1 + σ + 1

2!
σ2 + 1

3!
σ3 + · · ·

)
xµ = λxµ (λ = eσ) (5.42)

である。計量の変化は ds2 → e2σds2 = λ2ds2 である。微小とは限らない特殊共形変換も同様に
指数写像で得られるはずだが、生成子の段階で既に比較的複雑な形になっており見通しを良くす

31） 共形群を扱う場合は −1 → d + 1として添字が 0から d + 1まで走る val
[
ηµν

]
= diag(1, −1, . . . , −1, 1)、さらに

dと d + 1とを入れ替えて ηµν の符号も反転させた val
[
ηµν

]
= diag(−1, 1, . . . , 1, −1)のほうが使われる。
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る意味合いは薄い。一応 2次の係数までを見ると

exp
(

−χαǨα

)
xµ =

(
1 − χαǨα + 1

2!

(
χαǨα

)2
+O

(
χ3))xµ

=
(

1 + 2χαx
α + 4 (χαx

α)2 − χαχ
αxβx

β
)
xµ − (1 + 2χαx

α)xβx
βχµ +O

(
χ3)
(5.43)

となっている。
微小変換を考えるだけでは見えていないが、特殊共形変換を理解する上で重要な操作として反

転がある。反転は
xµ → xµ

x2 (5.44)

で表わされる変換である。この変換の大まかな特徴は不連続であり、次元が逆数になるという 2

点にある。前者は微小変換では直接見えないことにつながり、後者は原点における反転が素朴に
は定義されていないことにつながる。とくに後者についてはいわゆる無限遠点の追加で整合性が
保たれる。反転は逆変換と同一で 2回の変換で元に戻る。具体的には

xµ → x′µ = xµ

x2 → x′′µ = x′µ

x′2 = xµ/x2

x2/x4 = xµ (5.45)

である。1回の変換では次元が変わったままなので、次元を変えないためには 2回 1セットの変
換が基本となる。特殊共形変換を除けば共形群に含まれる連続変換は Lorentz 変換・時空並進変
換・スケール変換の 3つあるが、Lorentz 変換を反転で挟めば xµ → xµ/x2 → Λµ

νx
ν/x2 → Λµ

νx
ν

であり、同様にスケール変換を反転で挟めば xµ → xµ/x2 → λxµ/x2 → λ−1xµ である。前者は反
転の影響を全く受けておらず、後者も拡大（縮小）が縮小（拡大）になる変化はあるがスケール
変換そのものである。一方時空並進変換を反転で挟むと

xµ → x′µ = xµ

x2 → x′µ − χµ → x′′µ = x′µ − χµ

(x′ − χ)2 = xµ − x2χµ

1 − 2χαxα + χ2x2 (5.46)

となる。ただし後の計算と符号を合わせるために時空並進変換を負の方向に行なった。前の 2つ
の変換と違い、こちらは時空並進変換の形を保っていない。パラメータ χµの 1次までを見ると

xµ − x2χµ

1 − 2χαxα + χ2x2 ≃ (1 + 2χαx
α)xµ − x2χµ =

(
1 − χαǨα

)
xµ (5.47)

が得られる。微小変換の計算だけからは見えなかったが、特殊共形変換は反転と時空並進との合
成によって得られる変換ということが分かる。したがって式 (5.46)に示される変換が特殊共形
変換の微小でない変換ということになる。改めて書けば

exp
(

−χαǨα

)
xµ = xµ − x2χµ

1 − 2χαxα + χ2x2 (5.48)

となる（ここでは指数写像から直接この関係式を求めたわけではない。）。共形群を構成する 4

つの連続変換は、特殊共形変換を（不連続な変換である）反転に置き換えた 4つの変換と実質的
に同じである。
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5.4 2次元の場合

2次元の場合は式 (5.12)が条件を与えなくなってしまうので、微小変換のパラメータ ϵµ(x0, x1)

が満たす式は
∂αϵβ + ∂βϵα ≃ ∂µϵ

µηαβ

∂ν∂ν∂µϵ
µ ≃ 0

(5.49)

となる（式 (5.5)と (5.11)との再掲）。1行目の式のそれぞれの成分を書き下せば

∂0ϵ0 + ∂1ϵ1 ≃ 0 (α = β), ∂0ϵ1 + ∂1ϵ0 ≃ 0 (α ̸= β) (5.50)

である。ここで ϵ± = ϵ0 ± ϵ1 = ϵ0 ∓ ϵ1かつ x± = x0 ± x1とおけば、∂± = ∂/∂x± = 1
2(∂0 ± ∂1)で

あるから
∂∓ϵ± = 1

2
(∂0 ∓ ∂1) (ϵ0 ∓ ϵ1) = 1

2
(∂0ϵ0 + ∂1ϵ1 ∓ (∂0ϵ1 + ∂1ϵ0)) ≃ 0 (5.51)

と等価である。2行目の式は

∂µϵ
µ = ∂0ϵ

0 + ∂1ϵ
1 = (∂+ + ∂−)ϵ0 + (∂+ − ∂−)ϵ1 = ∂+ϵ+ + ∂−ϵ− (5.52)

かつ
∂µ∂

µ = ∂2
0 − ∂2

1 = 4∂+∂− (5.53)

より、1行目の式が成り立てば恒等的に成り立つ。つまり 2行目の式が新たに与える条件は無
く、2次元における微小変換は式 (5.51)で表わし尽くされていることになる。
共形変換の微小変換 xµ → x′µ ≃ xµ + ϵµを x±で表わせば

x± = x0 ± x1 −→ x′
± = x′0 ± x′1 ≃ x0 ± x1 + ϵ0 ± ϵ1 = x± + ϵ± (5.54)

である。x± の微小変換のパラメータは ϵ± であり、式 (5.51)からそれぞれ x∓ に依存しないこ
とが分かる。つまりそれぞれが他方の座標には依存しない実数値 1変数函数 ϵ+(x+), ϵ−(x−)に
なっている。3次元以上の場合のように共形変換のパラメータ ϵ±(x±)の次数を制限する条件が
無いため、その係数で与えられる自由度の数を制限する条件も特に無い。
以上の計算は不定計量で表わされる 2次元Minkowski 時空においてのものである。2次元共形

場理論は Euclid 時空上で考えたものを指すことが多く、以下ではWick 回転を行なって Euclid

化された場合について述べる。
計量テンソルは ηµν → −δij で、添字の走る範囲は 0, 1 → 1, 2とする。また標準の添字の位置

を下に揃え、特に断らない限り下添字同士でも同じ添字は和を取るものとする。このとき式
(5.49)の 1行目は

∂iϵj + ∂jϵi ≃ ∂kϵkδij ⇔ ∂1ϵ1 − ∂2ϵ2 ≃ 0, ∂1ϵ2 + ∂2ϵ1 ≃ 0 (5.55)
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になる。ここで ϵ = ϵ1 + iϵ2かつ z = x1 + ix2とおくと、∂z = ∂/∂z = 1
2(∂1 − i∂2)であるから

∂z̄ϵ = 1
2

(∂1 + i∂2)(ϵ1 + iϵ2) = 1
2

(∂1ϵ1 + i∂2ϵ1 + i∂1ϵ2 − ∂2ϵ2) ≃ 0 (5.56)

にまとめられる。ただし z̄ = x1 − ix2 のようにバーは複素共役を表わすものとする。同様に
∂z ϵ̄ ≃ 0である。つまり式 (5.55)と (5.56)とは複素函数論で重要な Cauchy–Riemann の方程式で
あり、微小変換のパラメータ ϵ(z)は正則函数ということになる。言い換えると 2次元 Euclid 時
空上の共形変換は正則函数によって生成され、パラメータの次数を制限する条件は無い。
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